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1 Zahlenmengen

oi

“\2=141...

«—\3=-1.73...

e Natiirliche Zahlen: N = {0, 1, 2, 3, ...}
e Ganze Zahlen: Z = {0, 1, +2, ...}.

e Rationale Zahlen: Menge aller Briiche:
Q={Z]m,n €Z, n#0} = Zahlen mit
abbrechender oder periodischer Dezimalent-

ot =3.14...
ec=2.71...

wicklung.

Komplexe Zahlen

» Imaginire Einheit:

Kartesische Koordinaten

e Irrationale Zahlen: I = Zahlen mit
unendlicher, nichtabbrechender und
nichtperiodischer Dezimalentwicklung.

e Reelle Zahlen: R = Vereinigung der Ra-
tionalen und Irrationalen Zahlen.

¢ Komplexe Zahlen:
C={zr+iy|z,y € R} mit > =

—1.

Polarkoordinaten

iy : Imaginire Achse iy
» Eulersche Formel: : z=r-cis(p)
: 2i Z=x+t1iy 2i _ io
6“5 =S COS(%&) —|—Z Sll’l(p) \fb u ' //\tb
l l {
'Y = cis(), |€i¢ =1L XLy x: Reelle 2 X
) 1 2 Achse \ 1 2
» Gausssche Zahlenebene: —i = :
. L= . c e 10)
xy-Ebene der kompl. Zahlen. 27 Z=X -y Bl B z=r-c
: x : Realteil ; .
Komplexe Zahl z z=x+1y { y : Imaginiirteil z=r-€%=r-cis(p)
Konjugierte z Z=x—1Yy Z=1r e
Betrag | 2| 2| =Vz-Z= /22412 2] =r = /2% + y?
r=7-cos(y tan(p) = £
Winkel © ' (©) ()
y =1 -sin(yp) p = arg(2)
Addition 21 + 22 ) ) .
Subtraktion 21 — %9 (1 & 22) +i(y1 £ )
Multlpllkatlon VAR ) (CL’l T2 — U1 yg) +1 (Ll Y2 + To yl) ryo- o - € (1 +¢2)
e 2 27 _ @ira i) i@y —21y2) | rr i — )
Division (z,#0) o P = I o e
Inverse (z#0) % |j|2 — ;;;ZUQQ % e
Potenzieren ik rm. (COS(TL . 79) + 4 Sin(n . 5‘9)) = pn . einy
Radizieren Yz Y7 (cos (FE22E) 4isin (2222R)) 0 k=0, 1,...,(n— 1)
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2 Algebra

2.1 Rechengesetze

Addition Multiplikation
Kommutativgesetz: |a +b=b+ a| a-b=>b-a
Assoziativgesetz: (a+b+c=a+(b+c)=a+b+c|||(a-b)-c=a-(b-c)=a-b-c
Distributivgesetz: a-(btc)=a-bta-c
Neutrales Element: |a+(]: ()+a:a| la-1=1.a=ad]
Inverses Element: a+(—a)=(-a)+a=0 a - (aH=(@"hH a=1

faktorisieren
T produkt
a-(b+c)
ausmultiplizieren

2.2 Reihenfolge der Operationen

| Klammern vor Potenzieren, Radizieren vor Punktrechnung vor Strichrechnung ‘

Freiwillige Klammern:

o —12=—(1)?=-1 o (—1)2=(=1)-(=1) = +1

a ta
Potenzieren,
Radizieren

023" =2.(3) =162 e (2:3)'=6"=1296

a-b =

e 4/24+3=(4/2)+3=5 Multiplikation Division

- o +b a—b o .
.2+34_2+(34>_14 /A‘;dition Subtraktion\ ° (2+3>4_54_20

e 4/(2+3)=4/5=08

2.3 Aquivalenzumformungen

Obligatorische Klammern:

Gleichung a = b Ungleichung a < b
atc=bxc Addition, Subtraktion atc<btec
Multiplikation a-c<b-c fallsc>0
a-c=b-c
mit ¢ # 0 a-c>b-c fallsc<0 [*]
a_b Division (& < (ﬁ falls ¢ > 0
ol durch ¢ # 0 asb fllse<o ¥
1 1 %<% fallsa-b < 0
— =7 Kehrwert (a, b # 0)
Lol falsa-b>0 [4

[*] : Ungleichung #ndert ihre Richtung.
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2.4 Termumformungen, Binomischer Satz

Binomische Formeln: e a’ + b’ reell nicht zerlegbar.

1. Bin. Formel: (a+b)2:a2+2-a-b+62 e+ ¥ =(a+b)-(a>—a-b+b)

2. Bin. Formel: [(a —b)° =a’> —2-a-b + b e’ — b =(a—0b)(a*+a-b+b*
3. Bin. Formel: | (a +b) - (a — b) = a® — b o a — bn:(a_b)_nijlan—l—kz.bkz
k=0

Binomischer Satz:

n o __ n n 10 n n—1pl n n—2 32 n 0pn < n n—k k
(a+0b) _(O)ab+(1)a b+(2>a b+...+(n)ab_kzzo(k) b

e S~~~
1 1

e Binomialkoeffizienten: (Z) = W’_M,

o Fakultit: n!l =1-2. ... - n, ol=1l=1. (Siehe Kombinatorik auf S. 36)
e Fiir (a —b)" ist das Vorzeichen alternierend: (a—0b)* = +a* —3a*b +3ab® —b’.

Binomischer Satz und pascalsches Zahlendreieck:

1 n=0 (o] (@+b)"=1
N RN
1 1 n=1 o () (@+b)'=1a"'+1b'
/\+/\ /N /N
n=2 G G G (@ +b)' =1a*+2a'b" + 15
/\+/\+/\ SN SN SN
n=3 () () G () (@+6=1a+3a2"+3a"0? + 15
/'\+/\+/\+/\ /N /N / N\ / \
1 n=4 (3) "(?)a (;) (;) (3) (a + b)* = 1a* + 4a°b" + 6a°b*+ 4a'b® + 15*
Betrag: ||z| = V2?2 = v fallsz =0 macht x immer positiv” Siehe S. 15
& - | —x fallsz <0 7 P ' T
2.5 Bruchrechnen
Additi » Hauptnenner: kgV (b, v),
1rion a r _ay , x-b_ayxx-b ) .. .
Subtrakt%on A= =y =l Sb= by b, 1y # 0| » Briiche auf HN erweitern,

» Zahler addieren.

» ,,Zahler mal Zihler,

Nenner mal Nenner”.

Multiplikation | [ == b 4 #0

Divisi a » Division durch Bruch:
ivision, a.x_ b _a. y R _
Doppelbriiche | | ? * v — LU =73 b, z,y #0 Multiplikation mit

: dessen Kehrwert.
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2.6 Potenzen

T

heisst n-te Potenz von a, wobei {

a € R: Basis

Definition: |l = ESECE n € N: Exponent.
n Faktoren
1 a’=1, falls a#0
Insbesondere: @' = a und

0" =0, falls n>0.

. .k
e Negative Exponenten = Nenner: |k-a "= — a # 0.

a

e Rationale Exponenten = Wurzeln: [a" = {/a™ a>0, n>0.
speziell: |a+ = {/a Quadratwurzel: | /a = a®
Potenzsitze
Gleiche Basis a*-a" =a"t"| z—; =a" ™ a#0
Gleicher Exponent | |a"-b" = (a-b)" Z: = (%)n b#0
Va Vb= Va b ng b£0
Doppelte Potenzen | |(a")" =a" ™ = (a™)" \/7& = "Ya= m a>0

2.7 Logarithme

n (siehe auch S. 18)

Definition log,(x) =y <& a'==x a,r>0, a#1
Multiplikation, — PR —
Division loga(ZE ’ y) - loga($) + 1Oga(y) 1Oga(?) - 1Oga(x) loga(y)
: x In (b)
Potenzen log,(z¥) =y log,(x)| x>0 a"=b = T=1 @)
. _ logy(x) a>0;a#1 . _ In(z)
Basiswechsel log,(x) = Togs(@ | b>0: b1 speziell:  log, () Tn(a)

= Siehe auch Logarithmusfunktionen auf S. 18.

(©Adrian Wetzel
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3 Planimetrie

3.1 Allgemeine Dreiecke

¢ Winkelsumme: ‘a' + 8 4+ v=180°

e Dreiecksungleichung:

e Ahnlichkeit, Strahlensitze: Zwei Dreiecke sind
dhnlich, wenn sie gleiche Winkel und / oder
gleiche Seitenverhiltnisse haben.

] a ¢ a+tc
1. Strahlensatz: 5 4 brd

2. Strahlensatz: | L = £-¢

€ S
e Sinussatz: N 0 wobei R : Umkreisradius.
sin(a) sin(f) sin(v)
e Cosinussatz: |> = a® + 0% —2-a-b-cos(7) und zyklisch: Q u
e Fliche: Ap = %(Grundseite - Hohe) = C'2h“ . '2}“’ — '2ha
» Zwei Seiten und Zwischenwinkel: | Ax = béc - sin(a)| und zyklisch: {2 u

» Drei Seiten (Heron): | Ax = /s(s —a)(s — b)(s — ) wobei s = %(a +b+c).

» Drei Winkel und Umkreisradius R: | Ax = 2 R? - sin(«) - sin(f3) - sin(7y)

3.2 Rechtwinklige Dreiecke

C
el 2 = 2 2
e Satz von Pythagoras: ¢ =a*+ 0 Gegenkathete

Ankathete

bzel. a (bzgl. a)

e Hohensatz: hZ=p-q (bzgl ) b A

e Kathetensatz (Satz von Euklid): AT p— B
a*>=c-q oder =c-p " ¢ =p t q (Hypotenuse)

e Trigonometrische Funktionen:

a
c

sin(a) = cos(a) = % tan(a) = 7|  (Siehe auch S. 19)

(©Adrian Wetzel 6



3.3 Gleichschenklige und gleichseitige Dreiecke

Gleichschenkliges Dreieck

Basis ¢

» /. halbiert die Basis c.
» /. halbiert den Winkel ~.
» Gleiche Basiswinkel (a = f3).

3.4 Linien im Dreieck

Gleichseitiges Dreieck

» Hohe: h = @ a
» Fliiche: A= @ a?
» Umbkreisradius: R = ? a= % h
» Inkreisradius: r = % a= % h

Hohen sind die Verbindungslinien von
einem Eckpunkt zur gegeniiberliegenden
Seite (oder deren Verldangerung), welche
zu dieser senkrecht stehen.

Winkelhalbierende (WH) halbieren einen
Winkel des Dreiecks. Jeder Punkt auf einer
WH hat zu den angrenzenden Seiten glei-
cher Abstand. Die WH schneiden sich im
Inkreismittelpunkt M des Dreiecks.

Seitenhalbierende verlaufen von einem
Eckpunkt zum Seitenmittelpunkt der ge-
geniiberliegenden Seite. Sie schneiden sich
im Verhéltnis 2:1. Ihr Schnittpunkt ist
der Schwerpunkt (Massenmittelpunkt)
des Dreiecks (vgl. S. 32).

Mittelsenkrechte sind die Menge aller
Punkte, welche von zwei Endpunkten glei-
chen Abstand haben. Sie schneiden sich im
Umkreismittelpunkt M des Dreiecks.

(©Adrian Wetzel
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3.5 Vierecke

Allgemeines Viereck

> o+ 47+ =360°

> A=2EC h=m-.h

Parallelogramm

» A=a-h=a-b-sin(a)

> d=ua-2

»a-ct+b-d=c-f

2
Rhombus (Raute) Drachenviereck Rechteck
i i
D dH B
— _b d ’ b —
A ——L¢
|
i
> A= C'2f = a? - sin(a) > A= C'2f =a-c-sin(a) | B A=a-b
Quadrat Sehnenviereck Tangentenviereck
\\ | ///
Dy—2 C
—a d g a---
Al iB
s a RN
s i ~
> A=d? > a+y=0F+06=180° »a+c=b+d

a+b+c+d

> A=1r- 5

Symmetrieachsen sind in oranger Farbe gekennzeichnet.

(©Adrian Wetzel




3.6 Kreis

s : Sehne

Umfang U=2r-r

Segment Sektor o
B 14 b=2mr-
ogenlinge T 360°
. 2
T Fliache A=m-r
b-r
o : Sekante T : Tangente | Qekt  PRp——— o
ektor Sek =TT 360° 5
. 1
T : Tangente Segment Ageg =77 (7r . 3:;00 —5 sin(w))

Sehnensatz PA - PA’ = PB - PB’ = PS

Sekantensatz |QB - QA’ = QA - QB = QT

» Kreisgleichung des Kreises K mit Mittelpunkt M(u / v) und Radius 7:

Mittelpunktsform ausmultiplizieren Koordinatenform
— T
‘K:(x—u)2+(y—v)2=r2‘ ‘K:x2+y2+ax+by+c=0

— quadratisch ergdnzen —

Vierecke
Kreis

Tangente 7 an K im Punkt T(zo / y0): |7: (x —u) - (20 —u) + (y — v) - (yo — v) = 12

Kreiswinkelsiatze

Sehnentangentenwinkel: Thaleskreis:

» gleiche Peripheriewinkel . » gleiche Peripheriewinkel v = 90°.
» Zentriwinkel w =2 - .

(©Adrian Wetzel 9



3.7 Kegelschnitte

Ellipse Hyperbel Parabel
y \ c ¥ a / Y
p . b ca p\ C Aa y M p .
Fy M F, } X DA aF, F
! P Y, a L& P
7 N
Abstands- __ o
Eigenschaften PF; + PFy = 2a |PF; — PFy| = 2a PF = PL
Kurvengleichung 22 2 2 2
- Yy _ - Yy _ 2 _ o ., .
Mittelpunkt M(0 / 0)| |o= 77 =1 2z —E =1 y=2pz
Parametergleichung | #(¢) =a-cos(¢) | z(¢) = £ a-cosh(yp)

Tangentengleichung
in P(zo / yo)

Tangentenbedingung

TZo _ Y% _
©a? b2

S yyo = p(z 4+ x0)

2 _ 2,2 12 2 _ 2,2 12 p

fir t: y=myx+gq q-=a"m;+b ¢ =a"m;y—> 1= 5

R . b2 b2
Konjugierte Richtung | m; - ms vl my-my =+ 3
Lineare , , ) , A
Exzentritét - =a"—b “=a"+b
Numerische . .
Exzentritit 5:;<1 €=;>1 e=1
Brennpunkte Fy o(£c / 0) Fio(dc / 0) F(% /0)
Scheitelkriimmungs- 2 ) 2
Kreisradien Ta =" Th = 7 r=- r=p
Parameter p 2 2
(Quermass) P="a p="g p
Flache A=m-a-b
Asymptoten ayo: Y= :I:% T

Verschiebung von M(0 / 0) auf M'(v / v):  z+— (z—u) und y+— (y—0).

(©Adrian Wetzel
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4 Stereometrie

4.1 Prinzip von Cavalieri \

Zwei Korper sind volumengleich, wenn A‘(‘x)\\ﬁ/f‘(x)

deren Schnittfliche A(x) in jeder Hohe x g
x den gleichen Fldcheninhalt haben.

4.2 Prismen und Zylinder (Kongruente, parallele Grund- und Deckfliche)

Gerades Prisma

Schiefes Prisma

» G: Grundflache;

M: Mantelflache.

» h: Hohe.
» Volumen:
» Oberfliche: |A=2-G + M|
Zylinder
D G —
W26 ; “ '3; >
a a
»V=a-b-h »V=d >V =nr2-h
» A=2(a-b+a-h+b-h) > A=6-a? > A=2-7r2+2rr-h
a? + b2 + h? » D=a-v3, d=a-Vv2 » M =27wr-h

4.3 Spitze Korper

Gerade Pyramiden Schiefe Pyramiden

fi S

» h: Hohe.

» G: Grundflache;

M: Mantelflache.

a : Grundkante
h : Hohe
s : Seitenkante

S a : Offnungswinkel

AE h : Hohe

s s : Mantellinie
&

>V:%7r7‘2-h,

» A=mr? 4+ wrs, M =ars

R/ g

» Volumen: V:% -G - h

» Oberfliche: | A=G + M
Gerade, quadratische Gerader Kreiskegel Pyramidenstumpf,
Pyramide Kegelstumpf

> Vi= 2 (G+VGD+D)
™

(112 4+ 7179 + 792)

(©Adrian Wetzel
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4.4 Kugel

Volumen: |V =37 R
Segment . 1 .9 B
(Kappe) > Segment: V = 3T hy (3 R hl)
Schicht : . _ 1 ' 9 9 5
\ (Zone) » Schicht: V =g7-hy (3717 + 3719° + ho?)
» Sektor: V= %W R?- Iy

Oberfléiche:

Sektor » Segment: M =271R-h (Kappe, HaU-be)

» Schicht: M =27R-hy (Zone)
» Sektor: A=27R-hs+7mR~2Rh3 — h3?

» Kugelgleichung einer Kugel mit Mittelpunkt M(«z / v / w) und Radius R:

Mittelpunktsform Koordinatenform

ausmultiplizieren
/ \
‘K: x—u+@y—V)P+@E—w)p?= Rz‘ ‘K:x2+y2+zz+ax+by+cz+d=0

/

quadratisch ergénzen

» Tangentialebene T an Kugel im Punkt Py(zo / o / 20):
T: (x—u) (xg—u)+(y—ov)-(yo—v)+ (2 —w) - (20 — w) = R?

4.5 Polyeder und Platonische Korper

e : Anzahl Ecken
Polyedersatz (Euler): |e +f=k+2 ‘ wobei f+ Anzahl Flachen
k: Anzahl Kanten.

Es gibt genau 5 regulire konvexe Koérper (gleichlange Seiten und gleiche Winkel):

a"’c

a " a

Tetraeder Hexaeder Oktaeder Dodekaeder Ikosaeder
(Vierflichner) (Sechsflichner) (Achtflachner) (Zwolfflachner) (Zwanzigflichner)

vEd

(©Adrian Wetzel 12




Volumen V' | Oberfliche A | Umkugelradius R | Inkugelradius r
Tetraeder \1/—25 a’ V3 a2 @ a % a
Hexaeder al 6 a2 ? a % a
Oktaeder \/75 ad 23 a2 g a % a
Dodekaeder 15+ng a® | 34/5(5 4 2v5) a? (1+\{§)\/§ a 10+44\/3 a
Ikosaeder 5(3;_2\/5) ad 543 a2 2(i+\/3) a w

4.6 Korper mit runden Begrenzungsflichen

Ellipsoid

Paraboloid

Torus (Ring)

\r

>V =27m2-12.R

(©Adrian Wetzel
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Querschnittsflache Q(z) L xz-Achse.

e Spezialfall Rotationsvolumen:
Durch f(z) begrenztes Volumen,
wenn diese um die x-Achse rotiert:

Ve=rm" fb(f(x) )?dx. Siehe S. 31.
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5 Funktionen

Definition: Eine Funktion f : D — W ist eine Zu-
ordnungsvorschrift von einer Zahlenmenge [ (Urbild,
Definitionsmenge) nach W (Bild, Wertemenge), welche
jedem Element © € D genau ein y € W zuordnet:

f:ax—y=f(x)
Umkehrfunktion: f: W — D macht die Funktion f

orickgingig”:  f(f(z)) =2 und f(f(y))=y
Damit eine Funktion eindeutig umkehrbar ist, muss im
Allgemeinen deren maximaler Definitionsbereich D, so
eingeschriinkt werden, dass f streng monoton wird.

Definitionsbereich: Menge

Ermittlung der Umkehrfunktion(en): aller erlaubten z-Werte:

» Graphisch: Funktionsgraph an der . U@ — V(z) 0
1. Winkelhalbierenden vy = 2 spiegeln. V(z) (@) #

» Algebraisch: y = f(r) nach r auflésen, e Vylz) = g(x) 20

anschliessend = und vy vertauschen.

Tabelle von Funktionen und Umkehrfunktionen:

Funktion y= f(x) Dy Wy y = f(z)
Kehrwert % = z! R\{0} R\{0} % =z !
Quadrat z? R y >0 VI = z°
Potenz x" R falls n gerade: 1y > 0 VT = an
falls n ungerade: R

Sinus sin(z) R [—1, 1] arcsin(x)
Cosinus cos(x) R —1, 1] arccos(x)
Tangens tan(zx) R\{(n+3)m, ne€Z} R arctan(zx)
Exponential a® R y >0 log,(x)
Exponential 10* R y>0 log(x)
Exponential e’ R y >0 In(z)

5.1 Translation, Rotation des Koordinatensystems

Translation um  ~): | £~ %" Rotation um o:| CPS(@) + ysin(y)
v y=y—v y = —xsin(yp) + y cos(p)
y Yy P y
P Y*‘/" - I 4
A\ % 'v ..... *f “"\(P $ 9 - '/$'
Y x y
} -
u |~ X
X X

(©Adrian Wetzel 14



5.2 Symmetrie

Gerade Funktionen: Graph Spiegel- Ungerade Funktionen: Graph Punkt-
symmetrisch beziiglich der y-Achse. symmetrisch zum Ursprung O(0 / 0).
y y
s | 2
-X
— X
T /0
<
f(=z) = f(z) f(=z) = —f(z)
5.3 Betragsfunktion
y
3 x fallsz >0 - fx) =1xl
|z| = Vz { v falls <0 ,,;macht x positiv”. S
e | x| ist in x = 0 stetig, aber nicht differenzierbar.
o la-bl = [al-[b] o] = e
1
o [la|=[b|[ < Ja+b] < [a[+]b].
5.4 Potenzfunktionen y /" =2
n<2n=-2 n=1
Potenzfunktionen: | f(z) =2"| n € Q nel
=2
-1
n=>0 Konstante Funktion. 1 Z :‘6
O<n<l1 Wurzelfunktionen. n=-2 " Z:%
n=1 Lineare Funktion. . 1 1 X
n=-
n € N; n>1 Parabeln n-ter Ordnung.
n € N; n <0 Hyperbeln n-ter Ordnung. "3
Der Graph von f(x) = a™ ist... nx-1

e ..spiegelsymmetrisch zur y-Achse, falls n gerade.

e ...punktsymmetrisch zum Ursprung, falls n ungerade.

= Ableitungen und Stammfunktionen siehe S. 29.

(©Adrian Wetzel
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5.5 Ganzrationale Funktionen (Polynome, Parabeln n-ten Grades)

y=f(@)=0an -2+ an_1 - T+ ... +ay-T+ag= > ai-z"
k=0

a, # 0.

it { n : Grad, Ordnung

Upy Ap_1, Gn_2, -..,a01, 00 heissen Koeffizienten von f(z).

Ubersicht des grundsétzlichen Aussehens von Polynomfunktionen:

Geraden (n = 1) | Parabeln (n = 2) | Parabeln (n = 3) | Parabeln (n = 4)

a,=m>0 3/Ay a,>0 a, >0 a,>0
» \/ AN |\
a,=m<90 a,<0 X '

W Wendepunkt

5.5.1 Geraden, lineare Funktionen (n = 1): |y =m-z' +¢| (Siehe S. 34)

» Normalform: |g: y=m-x + q|

» Punkt-Steigungsform: |g: y=m-(z —x4)+ys| mit A(zs [ ys) Eyg

; Ay YB — YA 7 B g
e Steigung: |m = 3o = - "— " = tan(co) Ve
. N o FAy
e y-Achsenabschnitt: q. Ax

g hegm Ay
1 m =y
» Achsenabschnittsform: |g: % + % = 1| mit .
fz T 1 x Xg

den Achsenabschnitten p, ¢ € R\{0} U {£oco}.

Parallele Geraden Senkrechte Geraden Schnittwinkel von g und h
4
)/4 h h
)(4( g
4 h
_1 mp —m,
gllh & my;=my gLh & my,= T tan(y) = ‘m

» Parameterform und Koordinatenform der Geraden: Siehe S. 34.

(©Adrian Wetzel 16



5.5.2 Parabeln (n =2):|y=a-2>+b-x+c

e ¢ : Offnung: Normalform:

y= ax’+bx +c quadratisch

erginzen

0 h faktorisieren
a < 0 = nach unten N (falls moglich)

a >0 = nach oben U

Faktorisierte Form: Scheitelpunktsform:

a =1 = Normalparabel.

ausmulti-

— 2
= —u)* +
plizieren y=ak—u) v

y=ax-x;)x-x,)
Nullstellen: Ny (X ,/0)

e b : linearer Term.
Scheitelpunkt: S(u / v)

e c: y-Achsenabschnitt.

e Scheitelpunkt S(u / v):

_ K2 .
S(_% b4tl4ac)

= Losungsformel quadratische
Gleichungen S. 21.

5.6 Gebrochenrationale Funktionen

Eine gebrochenrationale Funktion f(z) ist eine Funktion von folgender Bauart:

f(a:) _ U(x) __ Zahlerpolynom  Adn x" 4+ Ap—1 g1 +...+a1x+ aqg Koeffizienten:
~ V(z) — Nennerpolynom ~ },, z/ + bm—lxm_l + ... +bix+b s by 7 0.

Ziahlergrad: n € Ng;  Nennergrad: m € N\{0}

» Polgeraden (vertikale Asymptoten): y — Foo
xo heisst Pol von f wenn gilt:

y = lim f(z) = £oo (,,echte” Division durch Null).
T—x0

y o
[
» Asymptote: Anschmiegfunktion a(z) fir = — +oo =
3
. : _ C o & A
o n < m: xl_l)I:iloof(.T) 0 = a:y=0 5| \/:LX/m
£ .x"g¢ v
en=m: lim f(z)=:* = a:y=q = e
r—Fo00 bm, bm, s X
2\3
o> m: lirin (x) = oo = Zerlege / 2y
T— 00 X"—2X
U(z) Rest(2) Rest(2) =2
X eSt( T . . €S
H@) = vigy = alz) + Jy wit lm =5y =0

Division = Polynomdivision
= Fiir n =m+ 1 ist a(z) schiefe, gerade Asymptote.

= a(x) : ganzrationale Funktion vom Grad n — m.

= Grenzwerte siche S. 25.

(©Adrian Wetzel 17
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5.7 Exponential- und Logarithmusfunktionen

» Exponentialfunktionen: |y = f(z) =a”| a >0

e FEulersche Zahl: ¢ = lim (1 + %)n ~ 2.718... .

n—oo
e Wachstums- oder Zerfallsprozesse:

N(t) = No-a'| oder |[N(t) = Np-ek?

wobei:

t : Zeit.

No : Startwert (Population bei t = 0).

N(t) : Population zur Zeit t.

a=c* : Wachstumsfaktor: |a =1 + %
U™ (20) pm

pro Zeiteinheit.

= Potenzsitze, Logarithmensétze siehe S. 5.

= Ableitungen und Stammfunktionen siehe S. 29.

= Qrenzwerte siche S. 25.

x>0

» Logarithmusfunktionen: | f(z) = log, (z) 0>0 a1

f(x) = log,(z) ist Umkehrfunktion zu f(z) = a®:

e Zehnerlogarithmus:

f(z) = logyy(z) = log(x)
log(10?) = =, 10 =z (x> 0)

e Natiirlicher Logarithmus:

F(x) = log, (x) = In(x)

In(e®) =z, @) = g (x >0)

e Binarer Logarithmus:

f(z) =logy(z) = 1b(z)
log,(2%) = =z, 2loe®) = g (1 > 0)

= Potenz- und Logarithemsétze siehe S. 5.

= Ableitungen und Stammfunktionen siehe S. 29.
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5.8 Trigonomtrische Funktionen

» Definition: (siche auch S. 6)
Rechtwinkliges Dreieck: 0 < av < 90°.

Einheitskreis: o € R.

v
ot
P . v __ Gegenkathete 901 2
‘ sin(a) = & = oo er /|
0%@ Q r ypotenuse =
5} NE
Er g Ankatl 2\
Q(,“\Q v < COS(O&) _u = n a;:t 1ete 180° O\ 4] "
S r ypotenuse p cos(x) "
[0
o © .
: v Gegenkathete __ sin(a)
" tan(a) — uw_  Ankathete  cos(a)
Ankathete e ; - 67
2
Bogenmass: |[r = « - 130° zu « gehorende Bogenliange x am Einheitskreis.

» Funktionsgraphen:

1
1
zm / (%) = tan(x)
30 60 9 150\I80 210 270 330 360, o
ABEEEEEE R Z
2
-1 1 I
Gradmass: o =0..360° % R 225 770 315 3,(3/(1
u Bogenmass: x =0 .. 27 /- i 3 */° 3 ¥ % T X
u(x) = cos(x) q 5
1
4
2 1 1
3060 N0 120 180 240 279/7300 360 o
P3P RNE o £4F am x
2
-1
» Eigenschaften und spezielle Werte:
0°=0]30° =T |45° =T |60° =T |90° =% Periode Symmetrie
o 360° = 27 sin(m —z) = sin(z
sin(zx) 0 1 iz V3 1 . . ( : ( )
2 2 2 sin(z + 2w n) = sin(z) sin(—z) = —sin(z)
: : 360° = 27 cos(2m —zx) = cos(z
cos(x) 1 VA V2 i 0 ( ) (®)
2 2 2 cos(z 4+ 27n) = cos(x) cos(—z) = cos(x)
G 180° = =
tan(x 0 S8 1 3 +00 tan(—z) = — ta
( ) 3 \/_ ( ) tan(z +7n) = tan(z) an(-z) an(@)
» Definitionsbereich: D, =D.. =R Dy = R\{(5 +nm), neZ}.

» Wertebereich:

arcsin(z)
arccos(z)
arctan(z)

» Umkehrfunktionen:

(©Adrian Wetzel

Wsin - Wcos = [_17 1]

manchmal auch sin™'(x)
manchmal auch cos ()
manchmal auch tan~'(z).

19

Wt an

=R

Ableitungen, Stamm-
Funktionen S. 29.
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Beziehungen und Eigenschaften trigonometrischer Funktionen

tan(z) = (S;E;Ei; sin?(z) + cos?(z) =1 COS%(;I:) =1+ tan?(x)
sin(—xz) = —sin(z) cos(—x) = cos(x) tan(—z) = — tan(z)
sin(m — x) = sin(z) cos(m — x) = — cos(x) tan(m — ) = — tan(z)
sin(§ & x) = cos(x) cos(§ &+ x) = Fsin(x) tan(f £ x) = F @
2cos?(z) — 1 2 tan(s
sin(2 x) = 2sin(z) cos(x) cos(2z) = { cos?(r) —sin?(x) | tan(22) = T t;rlll(;&)
1 — 2sin®(z) B
. o .3 . 3 _ 3tan(z)—tan3(z)
sin(3z) = 3sin(z) — 4sin’(z) | cos(3x) = 4cos’(z) — 3cos(z) | tan(3z) = —F—3 tan?(2)
. - 1 —cos(z . 14 cos(x . 1 —cos(z
sin(3) = =5 cos?(3) = 152 tan(3) = Tomd
tan(z) + tan(y)

sin(z £ y) = sin(z) - cos(y) % cos(z) -sin(y) |tan(z +y) = 7 —fan(z) - tan(y)

tan(x) — tan(y)
1+ tan(x) - tan(y)

cos(x +y) = cos(x) - cos(y) F sin(x) -sin(y) | tan(z —y) =

sin(z) + sin(y) = 2 - sin (%) - COS (%) sin(z) — sin(y) = 2 - cos (%) - 8in (%)

cos(z) + cos(y) =2 - cos (“52) - cos (23) cos(z) — cos(y) = —2 - sin (£54) - sin (£52)

= Ableitungen und Stammfunktionen siehe S. 29.
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6 Gleichungen

6.1 Fundamentalsatz der Algebra

In R kann jedes Polynom n-ten Grades als Produkt von k£ < n Linearfaktoren und nicht weiter
zerlegbaren quadratischen Faktoren ¢(z), welche nicht Null werden konnen, dargestellt werden:

Gleichung in Normalform: faktorisieren Zerlegung in Linearfaktoren:
g 2~ (falls miglich) g sung
a, (x—x) (x—x;)...-(x—x;)-q(x) =0
\ausmu]tiplizieren/

In den komplexen Zahlen C zerfillt jedes Polynom n-ten Grades vollstdandig in Linearfaktoren.

n n—1 —
a,x"+a, x""+..+tax+ta,=0

=> Losungen x,, x, , ..., x, ablesbar.

6.2 Quadratische Gleichungen

a-22+b-x+c=0 a,bc €R, a#0 Satz von Vieta:
Diskriminante: |D = —4.q- c| Produkt der Losungen: xy - xg = (gj
Losungen: |z, o = —bd s [;; drac | p >0 Summe der Losungen: z; + z9 = — %

= Quadratische Funktionen siehe S. 17.

6.3 Polynomgleichungen dritten und héheren Grades
a-2*+b-2>+c-x+d=0 a,b,c,d e R, a#0.

Satz: Division durch a # 0 fithrt auf ' = 1, also 2° + b - 22 + ¢ - 2 + d = 0. Wenn es eine
ganzzahlige Losung z; gibt, dann ist diese Teiler von d'. Finde Loésung z; durch Einsetzen
(Probieren) der Teiler von d’ und dividiere die Gleichung anschliessend durch (z — ).

6.4 Numerische Verfahren zur Nullstellenberechnung

Gesucht ist die Nullstelle N(xy / 0) von f(x). Ausgehend von einem Startwert z;, konstruiere
eine rekursiv definierte Zahlenfolge x, x5, x3,... mit Grenzwert x .

» Sehnenverfahren (Regula Falsi)

Wihle P(a / f(a)) und Q(b / f(b))
mit f(a)- f(b) < 0.

Mit Startwert 2; = a berechne:

=
~,

Tangentenverfahren (Newton)

b — Tp

Tt = 0~ Fo0) 0 =5 o N
» Tangentenverfahren von Newton - > X
. XyX, X, X,
Wihle Py(z; / f(x)) mit f'(x;) # 0. Dann:
Tyl = Ty — % — xn| (die Folge ist nicht notwendigerweise konvergent.)
n n—o0

(©Adrian Wetzel 21
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7 Matrizen, lineare Gleichungssysteme

7.1 Lineare Gleichungssysteme, 2 X 2 Matrizen

a1 b ()= (@ kurz: |M-Z=¢
as by ) Co '

Bsp.
e Multiplikation von Links mit der Inversen M ~! von Y M =(a' b') = (‘;’ ;)
M 16st die Gleichung M - ¥ = ¢ nach & auf:

mr+ by =c
s + by = o

(falls M1 existiert). 3|~ Fliche: A—|w|7
e Die Matrix M = a b stellt eine lineare 2
az by l-;z(bl)
Transformation von R? - R? dar: £+—c= M - ¥ b,
T . . 1
Jedem Vektor ¥ = < ) wird genau ein Vektor N _—
) § /‘—i =(21)
2

e,
N e N 3 by [ > X
c= (cy) = (aQ b2) (y) zugeordnet. ¢ 1 5

e Die Spalten da, b der Matrix sind die Bilder der Einheitsvektoren unter der Trans-
formation M.

w0

7.2 Operationen und Eigenschaften von Matrizen:

10 --- 0
o . 10 100 0 1
» Einheitsmatrizen: £y = , E3=10 1 0}, E,=/|.
01 )
0 01 : :
0 1
» Addition: aq bl + uy U1 _ aq + Uy bl + (%1
as by Uy Vo as £us by £y
L] M1:|:M2=M2:|:M1 ® (M1+M2>+M3=M1+(M2+M3)

» Multiplikation mit reeller Zahl: - (1 1) = (K@ Fb keR
as by kay kb

» Multiplikation mit Vektor: (1) . (*) = (@& 0w
az by Yy asx + boy

» Produkt zweier Matrizen: <a1 bl) . <“1 “) — (alul thuz ayv + 51172)

as b Uy Vs oty + batty  asvy + byvs

® Ml'MQ?éMQ'Ml [ ] (Ml'M2>'M3:M1'(M2'M3>
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a b T a a aq bl C1 a; Qao as
» Transponierte: MT:<’1 1) :(’1 ’2), MT =1 ay by o =1b by bs

as by by by b : ) ) )
as 3 C3 C1 Co C3
o (My+My)" =M+ M] o (M- M)" = Mg - M o (MT)'=M
ix: . -1 = -1, = _ — -
» Inverse Matrix: M - M M~ -M=FE, o (M M) ‘=Mt M

-1
- ar by 1 by —by
M-l — (az bz) = det(M) (—a2 ay ) , det(M)#0. o (MY)l=M
Allgemein: [M | En] (ﬂs [En | M_l] ° (M—l)T _ (MT)_l

» Determinante: det <a1 bl) =ay-by —as-by
as by

a by oo by ¢ as ¢ ap b
det {as by | = ap-det ( 2 ")) — by - det < 2 (2) + ¢, - det < B 2)

by c3 asz Cg az b3
az by c3
o det(A- B) = det(A) - det(B) o det(E,) =1
o det(AT) =det(A)  det(A™1) = detl( vy o det(k-A) = k" - det(A)

» Rang: Anzahl linear unabhéngige Zeilen (Spalten) einer Matrix. M heisst...
e Regulire n x n Matrix: det(M) #0 < Rang(M)=n < M ! existiert.
e Singulire n x n Matrix: det(M) =0 < Rang(M)<n < M™! existiert nicht.

» Orthogonale Matrizen: M -MT =M"-M =FE oder M?' = M™!

» Eigenvektoren, Eigenwerte: Der Vektor ¢ # 0 heisst Eigenvektor der Matrix M zum
Eigenwert A, falls M - v = \ - ¢ gilt. Die Abbildung M &ndert die Richtung von ¢ nicht.

e Eigenwertgleichung: det(M —\-E,)=0| = A\, ...

e Bestimmung der Eigenvektoren ), # 0: (M =\, - Ey) - U = 0 = 0, 0.

» Elementare Matrizenmanipulationen (Gauss’scher Algorithmus)
e Multiplikation der Zeilen mit einer Zahl. | Lineare Gleichungssysteme l6sen:

e Lineares Gleichungssystem als Matrix
schreiben: [M | ¢].
e Vertauschung zweier Zeilen. e Mit dem Gausschen Algorithmus M auf

Einheitsmatrix transformieren.

o Addition zweier Zeilen.

» Spezielle Matrizen:

C‘OS((:“) —sin() dreht den Vektor ¢ =
sin(«) cos()

1 0 . N -1 0 . L [z
(0 _1) spiegelt v = (y) an der z-Achse, ( 0 1) spiegelt v = (y) an der y-Achse.

8

) um den Winkel v im GUZ,

<
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8 Folgen und Reihen

Eine Zahlenfolge a,, a., as, .

.. ist eine Funktion a : N — R,

n— a,.

e Explizite Funktionsvorschrift: a, = {Formel mit n}.

e Rekursive Darstellung: a,,; = {Formel mit a,, a, 1,...} mit Startwert a;.

Eine Reihe s, s9, s3,..

—_—
+ a2

S1 = ay

8.1 Arithmetische Folgen

Konstante Differenz |d = as — a;

aufeinanderfolgender Glieder:

So = a1 + ag

. ist die Folge der Teilsummen einer gegebenen Folge {a;},en :

—

+a3

S3=a; + az + as

(AF), arithmetische Reihen (AR)

}m

e

— Qy
+d

—— as
+d +d

Rekursionsformel | Explizite Formel
Folge |a,.1=a, +d a,=a1+(n—1)-d
Reihe | s,.1 =58, + a,.1 sn=4%(a1+a,)=%-(201+(n—1)-d)

8.2 Geometrische Folgen

(GF), geometrische Reihen (GR)

Konstanter Quotient |g = 2=
: aq — ay —— a3 ——
aufeinanderfolgender Glieder: A a a
Rekursionsformel | Explizite Formel
Folge |a,.1=a, q an =01 ¢" !
. 1—qgn ..
Reihe Snt+1 = Sn + Ant1 Sp = 01 - 1_((11 q # 17 Sp =1+ fiir q= L.
s = lim s, = ;% falls |¢| <1  (unendliche GR)
n—00 —4q
8.3 Weitere Reihen
n
1 _ 11 1 i
k§1k2_12+22+32 Tt 2 %
1 1,1 1
1 = 1y 5+t +...+5 — (Harmonische Reihe)
. — ! ’ n—o0

S k=1in(n+1)

k=1 k=1

(©Adrian Wetzel
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1
2

Zn: B=Gnn+ 1))2

k=1
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8.4 Grenzwerte
Definition: Eine Folge a,, heisst kon- y

vergent mit Grenzwert a = lim a,, ] o
. .. n—oo |a —(l|>8
wenn es zu jeder beliebig kleinen | ° 5 a+e
Zahl ¢ > 0 einen Index N € N gibt, T . 'S
so dass fiir alle n > N gilt: a 3 > e —-q
la, —al <e l ¢ f \61—8
lag—al<e
Fiir (beliebig) grosse n wird der Ab-
. la, —a|>¢
stand von a, zum Grenzwert a belie- I SR A I N S n
big klein (kleiner als jedes € > 0). 1 2 3 4 5 6 7 8 9
e Ein Grenzwert ist immer eindeutig und endlich.
e Folgen ohne Grenzwert oder solche mit lim a,, = +00 heissen divergent.
n—o0
e Nicht definiert sind: 3, Ei z; ) 0-(+00) und o0—o00
» Grenzwertsitze: Falls ¢ = lim a, und b = lim b,, existieren, gilt:
n—oo n—oo
e lim(a,xb,)=a=xb e lim(c-a,)=c-a
n—oo n—oo
L nh—>I£lo(an : bn) =a-b L4 nh—{:go (l;_: =5 % 5 falls b 7& 0
= Entsprechende Sitze gelten auch fiir Grenzwerte lim f(x).
T—rT0
» Hiufige Grenzwerte:
o | lim 1:0 0, falls—-l<a<l1
n—zoo " e lima*=4¢ 1, fallsa=1
e oo, falls a>1
o | lim /l: +o00
n—+0 1
) 0, n<m
- o | lim an 2" + ap_1 2" "+ ..t a1x +ag an n=m
] L) — em g D, T2 b — gm—1 by x bo bm? o
'7}1_{210(1—1—,1) =€ b Ut S B e S UL +oo, n>m

a

n
1 =0

[ ]
g

e lim el _ 1

z—0 €T

» Dominanzregel:

Exponentielles Wachstum ist stéarker

als Potenzwachstum:

Potenzwachstum ist stiarker als logarithmisches

Wachstum: | lim

T—>00

In ()

ks

=0

fir n > 0.

» Regel von de I’Hépital: Gilt lim f(z) =0 (oder o) und lim g(z) = 0 (oder oo), dann:
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8.5 Mittelwerte

Gegeben seien 1 verschiedene Werte x1, x5 ..., x,.
e Ungewichteter arithmetischer Mittelwert: |7, = +x2;r“'+x” (vgl. S. 39)
e Gewichteter arithmetischer Mittelwert: |7, — ZZ1tP2 T2t TPy Ty
p1+p2+..+Dy
D1, P2,y -5 Pn bezeichnen die Gewichte (relative Haufigkeiten) der Werte x1, 3 ..., 2.

Quadratischer Mittelwert:

- 2+ 23+ ...+ 2,2
rQ = n

e Geometrischer Mittelwert: |T7q = (/71 - 22-... -7,

1 1 1\ !
e Harmonischer Mittelwert: |7y =n- (1‘_1 + o + ...+ :z:_) xr # 0.
o Ungleichung: 7y <7g <7x <7Tq gilt, fallsz;, > 0flralle k=1, 2, ..., n.

8.6 Harmonische Teilung, Goldener Schnitt

Unter dem Goldenen Schnitt & versteht man das harmonische

Teilungsverhaltnis b = % = % Daraus folgt:
N S 145 ?:1.618...
Poeol=0 = 0= _{<I>:—O.618...
Eigenschaften:
«T-——7

e & ist irrational und hat auch folgende Darstellungen:

<I>:\/1—|— 1+vV1+ .. 1

1+ Ti_...

)

8.7 Vollstindige Induktion

Beweisverfahren fiir Aussagen A, iiber natiirliche Zahlen.

(I) Verankerung: Uberpriife A, .

Harmonisches Rechteck:

Harmonische Teilung der

Strecke AB:
BC=3AB C

D

b B

(Anstatt n = 1 kann ein anderer Startwert gew#hlt

werden, der Beweis gilt dann ab dieser Zahl.)

(II) Vererbung (Schritt von n nach n + 1):

Zeige rekursiv, dass A, .| korrekt ist, unter der Voraussetzung, dass A, stimmt.
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9 Finanzmathematik

Aufzinsfaktor: |¢ =1+ 1%0 =1+

p = Zins (jahrlich) in %,

=105 = Zinssatz.

» Verzinsung mit Zinseszins: Startkaptial K, Laufzeit n Jahre:

Endwert: | K, = Ky - ¢"

Ky T K, T, T K T*K,
' i i i i f—> Zeit in Jahren
I N w1 -
r I 1 I (Zinsperioden)  Barwert: | K, = K, - qL
» Unterjihrige Verzinsung:
Linear: mit Zinseszins: Stetig:

Kapital K nach T

Tagen ohne Zinseszins:

m Zinsperioden pro Jahr,

Laufzeit: n Jahre.

Kontinuierlich wird ein

Kr =Ko+ Ko i 55

Knm=Io- (1+4)""

m

beliebig kleiner Zins bezahlt:

Ks= lim K,,, = Ky-e"'"
m—00

Effektiver Jahreszinssatz:

= (L+5)" 1

—
‘IL G M UM

m Zinsperioden pro Jahr

S
=
«
)
=

I/NI/_\AI/_\AI

i .
! — Zeit

qm = m\/ Qeﬁ” KO 'qcﬂ' =- (1 + icff) Km
> Rentenrechnung: Zum Startkapital K, werden n Renten R bezahlt:
Vorschiissige Rentenzahlung Nachschiissige Rentenzahlung
KO/‘_q\AKl/.q\AKZ KII:ZI\A I(n KO/'ZI\‘KI/'ZI\‘KZ Knﬁ\‘ Kn
1 ] ] ] ] > 1 ] ] ] ] >
“R R +R R | 4R <R “R 4R
B, =Barwert Endwert = E, B, = Barwert Endwert=E,
Barwert B, = Endwert E, = Barwert B, = Endwert £, =
R q"=1 n q"=1 R q"—1 o q"—1
KO_I_qn,—l q_l Koq +Rq q_l KO_I_qn (]_1 KU(] +R (]_1
= Bei Schuldentilgung heisst R Tilgungsrate oder Annuitét. (vegl. S. 24)
» Ableitungen in der Finanzmathematik:
Marginale Funktion Wachstumsrate Elastizitat
(Grenzfunktion)
af
d fl t d == f/ T
ey =4 ) =Ed =) |eslw) =k =2 L2
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10 Differentialrechnung

Voraussetzung: Gegeben sei eine stetige Funktion f: R — R,

e Sekantensteigung, Differenzenquotient:
Mittlere Anderungsrate (Steigung)

=y = f(z).

von f im Intervall [x, x + hl: y %df p, Sekante
fix+h) LA S/
Ay  flx + h) — f(x) Tangente 4
ms = = - = tan(«)
- o Ay =foc+h) — fix)
e Tangentensteigung, Differentialquotient: f9) |- P 0\ Ax = i
Lokale Anderungsrate (Steigung) . %) .
von f im Punkt P(xz / f(x)), / X ~fh "~
Definition der 1. Ableitung:
i o Ay df L flm+h) = flz) ; Steigung
my = f'(z) = Aliriloﬂ = i }}2% h = tan(y) siehe S. 16.

10.1 Ableitungsregeln:

Seien y = f(x), y = u(z) und y = v(z)
stetige Funktionen, ¢ eine Konstante.

» Additive Konstante: f(z) = u(z) £¢

f'(z) = '(x)

» Multiplikative Konst.: f(z) = ¢-u(z)

(@) =c-u(a)

» Summenregel: f(x) = u(z) +v(x)
f'(@) = u/(z) £ ' ()

» Produktregel: f(z) = u(z) - v(z)
f'(x) = u'(2) - v(z) + u(z) -'(2)

» Quotientenregel: f(z) =

f@)=u@) V@) =3 &

,Aussere mal innere Ableitung.

7

(©Adrian Wetzel

Bedingungen fiir Extrema und Wendepunkte:

Zusammenhang zwischen f(z), f'(x) und f"(z):

y

'Funktion = f= y-Werte von f'|

f wachsend f fallend f wachsend
S (x) >0 f'(X)<0 1) 20
| |
¥’ ‘1 Ableltung = f' = Tangentensteigung von f \
f'
f konkav f konvex f konkav | f konvex
[ <0 f"(x) >0

yn

J"x) |<0

[ @) >0
|

‘ 2. Ableitung = ' = Kriilmmung von f ‘

28




10.2 Bedingungen spezieller Punkte:

/ g Iz Iz
Nullstelle N(zy / 0) Flry) = 0 . - -
Hochpunkt | H(zys / f(24)) Flen) 20| @) o :
Tiefpunkt | T(zr / f(r) P Zo | e 2o i
Tomvan | (s / £(5)) Py 20 | ) 20| ) #0
Wendepunkt | W(zy / f(zw)) - faw) 0| faw) 72 0

% = notwendige Bedingung,

(% + ¢) = hinreichende Bedingung.

10.3 Ableitungen und Stammfunktionen:

_— ableiten ~a _— ableiten ~
Stammfunktion F(x) Funktion f{(x) 1. Ableitung f’(x)
— integrieren — integrieren
»n+1
"Irlz+1 [n # —1] " n- "t
In|x| L g L p—
Z X
% L x2 JT =12 21\/7
el’ el’ el’
z- (Injz|=1) In|z| L=t
hl%u) ca” a® a® - In(a)
i 1
pir- (lnfz| - 1) log, || —
Beachte: Variable = in Bogenmass! Trigonometrische Funktionen siehe S. 19, 20.
— cos(7) sin(x) cos(r)
sin(x) cos(x) — sin(z)
1
—1In (] cos(x)|) tan(z) o) = LT tan?(x)
rarcsin(x) + v 1 — 22 arcsin(z) 11_w2
1
xarccos (r) — 1 — 22 arccos(z) =
In(2%+1) 1
zarctan(zr) — ——5—= arctan(z) o]
29
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11 Integralrechnung

Definition: F'(x) heisst Stammfunktion von f(x), wenn F'(z) = f(x) gilt. Zwei verschiedene
Stammfunktionen Fj(x) und Fy(x) von f(z) unterscheiden sich um héochstens eine additive
Konstante: Fy(x) = Fi(z) + C'. Die Konstante (' heisst Integrationskonstante.

e Unbestimmtes Integral = Menge aller Stamm- X
funktionen: | [ f(z) dv = {F(z)+ C' | C' € R} f
e Bestimmtes Integral, Hauptsatz der = A
Differential- und Integralrechnung: ?f
b b A - . X
A= [ f(z) dz = F(b) = F(a) = [F(2)]; VEE: 3

|A| : Fliache unter f zwischen den Integrationsgrenzen z = @ und x = b, wenn f zwischen
a und b keine Nullstellen hat.

11.1 Integrationsregeln

» Konstantenregel: fb(cf(x)) dx = (fbf(x) dx
b b b
» Summenregel: [ (u(z) £v(z)) dz = [u(x)dz+ [v(z)dx

b
» Orientierung des Integrals: | [ f(z)dx = — [ f(z)dx

» Anderung der " 0 b

Integrationsgrenzen: aff(x) dv = {f(x) drt {f(x) du
» ,,Vorzeichen” der Fliche: flz) 2 0fir e € la, b] = fbf(:v) dx 20

” ) f(z) <0firz € [a, b] ; <0

b

» Fliche zwischen f; und f: |A= [|fo(z) — fi(z)|dx Y fi
» Partielle Integration: A

b b 2

[ @) v(z) de = [u(e) -v(@) L, = fu(a) v(o)do foo v

» Substitutionsregel: Es sei f(z) = u(v(x) ) eine verkettete Funktion. U( v ) bezeichne eine

[U(v)]'Y)

I
—
=g
=
Il

b
Stammfunktion der dusseren Funktion. Dann: | [u(v(z)) - v/(x) dx

(©Adrian Wetzel 30



11.2 Rotationsvolumen und Bogenléinge

b
e Drehung um x-Achse: |V, =« [( f(z))*dx
Verallgemeinerung siehe S. 13.
fo)
e Drehung um y-Achse: |V, =7 [ (f(y))*dy
f(a)

y = f(x) streng monoton.
x = f(y) ist die Umkehrfunktion von y = f(x)
= Umkehrfunktion siehe S. 14.

e Bogenliinge: [L = [/1+ (f/(z))*dz

11.3 Potenzreihen, Taylor-Polynome

» Taylorpolynom T, (x): Approximation einer Funktion f(z) an der Stelle z, durch eine
ganzrationale Funktion (Polynomfunktion) n-ten Grades:

T.(z) = > kl ") (20) (2 — x0)* |, wobei f)(z) fiir die k-te Ableitung steht. Ausfiihrlich:

k=0

To(z) = f(zo) + ['(20) ( — m0) + %f”(xo) (z —20)® +...+ % F (o) (x — @o)™

Fehler (Restglied): R, (z) = f(z) — T,.(x) = % For (g + alr —20)), 0<a<l.

» Potenzreihenentwicklungen:

Term | Potenzreihenentwicklung Giiltig fiir
(1+az)” 1+(?):L‘—i—(g):rz#—(g)x?’—i-... neN;|z| <1
141-:13 1 —z+ 22 —23+ ... |z| <1
1+ 1—|—lﬂ? 2 72 +2 6 3 2143658T +...| ]z <1

e |1+a+ ga+gadtgat+... reR

In(z) |(e—1)— 3(z—1)°+5 (1P F ... 0<z<2
sin(z) | x— %m?’—l—%ﬁ— %.ﬂ:l:... reR

cos () 1—%m2+im4—ém6i... r€eR
tan(z) |+ %m3+%m5+31—175)m7+... |z] < %

(©Adrian Wetzel 31
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12 Vektorgeometrie

Definition: Ein Vektor 774 beschreibt eine Translation (Verschiebung). Vektoren haben
eine Linge (Betrag) und eine Orientierung (Richtung). Vektoren diirfen beliebig parallel ver-
schoben werden, haben also keinen fix vorgegebenen Anfangspunkt.

» Einheitsvektoren:

1 0 0
e=10], e=[1], =10
0 0 1

» Linearkombination: Jeder dreidimensionale Vektor

74 lasst sich als Linearkombination von €, €, €.
Qg

ay | =az-¢€; +a,-¢, + a,-c..
Q

schreiben: 74 =

ag, Gy, a, heissen Komponenten von 774.

a
- = | Y [ Vektor vom Ursprung
» Ortsvektor von A(a,, ay, a,): 74 =O0A = Zy = { s Punkt A
> Betrag, Lange: Addition, Subtraktion
- — von Vektoren:
|Y’A|:Y'A:OAI a%—l—a;—l—a?
» Addition, Subtraktion:
Qg b, a, + b,
Tatip=\|a, | £|0, | =|a,£by
a, b, a,+b,

Differenzenvektor: Ortsvektor des End-
punktes Minus Ortsvektor des Anfangspunktes.

» Multiplikation mit Skalaren (= Zahlen)

kollineare
Kollineare Vektoren @ und b: Vektoren
Gy k - Ay 2(7
b=k-d=k-|a, | =|F%-a, a ;a/‘
a, k-a, / % i

Komplanare Vektoren: ¢ ist komplanar zu @ und b
komplanare Vektoren

wenn ¢ eine Linearkombination von @ und b ist, also

—

wenn es 1, s € R gibt, so dass

C=t-d+s-b

(©Adrian Wetzel
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= 1. (Fu+75)

DO —

» Mittelpunkt von A und B: |7,

» Schwerpunkt AABC: |rg= 1, (Fa+ 75+ 7o)

(siehe auch S. 7)

w

» Skalarprodukt: Senkrechte Projektion von b auf @

Ay b,
G b= a, by | =a,b, + ayb, + a.b, =|a|-|b]|-cos(p) 3
a, b,
= T (p :
» Winkel ¢ zwischen @ und b: |cos(p) = |f| : bg a
a)-
» Senkrechtbedingung: [ L h < a-b=0 falls a, 57& 0.
» Vektorprodukt: I
X
Ay b, ay b, — a,by, TT B -
c=axb=\a, | x |0 ] =]|ab, — a0, tQ A=ldaxbl b
a, b, T By = @y ; = >
¢Ld und GLb Schraube ¢:
- — " Drehe @ nach b
121 =@ x 5| = |d] - |b] - sin(y)

|| : Flache des von @ und b aufgespannten Parallelogramms.

» Spatprodukt:

-

V=@ x b)- & = x-d|l=|@xa) -5

V' . Volumen des von «, bund & aufgespannten Spates.

» Einheitsvektor in Richtung von a: |¢, = |g|
» Zerlegung von b in vektorielle Komponenten - B=b+B
Parallel und Senkrecht zu a: Z/‘l}l e
- (5@ - S . (A . —— 5
bH—W'a’ b, =b0— (G2 ta b, a S
% w
>
» Drehung eines zweidimensionalen Vektors @ = (2) N
b

. (x cos(0) — y Sin(sﬁ)> ¢ R

z sin(p) + y cos(y)
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12.1 Geraden (siehe auch S. 16)

» Punkt-Steigungsform (Normalform): siche S. 16.

>K00rdinatenform:|g: a-x—l—b-y-}-c:O‘

b

Normalenvektor: 7 = (a) 1Ly

e Parallel: g llg & 1 =k-ns
e Senkrecht: ¢, L g, & -7,=0
e Schnittwinkel ¢ zwischen ¢g; und ¢-:
_ |7 -7
cos (p) = (751 ] - |72 | O

Abstand Punkt P(zp / yp) zu g:

d(P, g)

_ Ja-zp+b-yp +c]

Va2 + b2

» Parameterform: |g: ¢t — =7, + ¢t -0

e Finzige Geradengleichung im Raum!

Parallel:

Aufpunkt: Beliebiger Punkt A (mit

Ortsvekt

g1 |l g2

Senkrecht: ¢, L g < v, -1, =0

Schnittwinkel zwischen ¢; und ¢-:

Richtungsvektor: v = beliebiger Vektor in

Richtung von g.

or 7") auf g.

S U=k,

| ’171 . 17‘2 |

s (¢) = Th - TaT

Spurpunkte 5., 5,, 5.: Schnittpunkte von g
mit einer der Grundebenen.

» Abstand Punkt P zur Geraden g: =7, +t-v

im Raum:

» Abstand zweier windschiefen Geraden

gr: =74+ t-vpund gy T=7p + t- 0,

im Raum:

d(P, g) =

|'ﬁxﬁ|

El

d(gbg‘z) = |’51 ~ ,5*2|

(@1 X @) - (Tp = 7a)|

(©Adrian Wetzel
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12.2 Ebenen

» Parameterform: | E:r=rqg+t-i+s-v

e Falls 3 Punkte A, B, C oder Punkt A

und zwei verschiedene Richtungen

U= 1@ und v = A% gegeben sind.

e Jedem Zahlenpaar (¢, s) entspricht genau

ein Punkt P (Ortsvektor 7) auf E.

» Achsenabschnittsform: |EF: £ +44+ £=1 Py ¢, 7 #0 )

P q T P, q, r =00 ist zugelassen.
» Normalform: E:n-(rf—r4)=0
» Koordinatenform: |E:a-x—|—b-y—|—c-z+d:0|

e Normalenvektor:

n=|b|l=uxdv L FE

o [ || Ly <= 11 =k-ny

o [ | Fy <— ﬁlﬁzzo

e Winkel ¢ zwischen F; und Fs:

| 71 - 72 |

COS(QO) = m 0< (2 < 90°

e Winkel « zwischen E und g:

sin(a) = 'JT'E' 0<a<90°

||| 7]

e Hessesche Normalform:

a-r+by+cz+d 0
Va2 +02+c2

H(x,y,z2) =

(©Adrian Wetzel
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e Abstand P(xp / yp / zp) zu E:

d(P, E) _ |a-2p+b-yp+c-zp+d]

Vaz + b2 4+ 2

e Winkelhalbierende Ebenen:

WLQ o

Hi(z,y, z) =+ Hy(z, y, 2)
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13 Stochastik

13.1 Kombinatorik

Start: Kriterien, welche fiir eine Stichprobe gelten.

Anordnung Auswahl
von 7 Elementen von k Elementen
auf 7 Plitzen aus insgesamt 72
Alle 72 Elemente 1y, N,,.. der insge- Reihenfolge der Reihenfolge der
Unterscheidbar: samt 72 Elemente Auswahl beliebig: Auswahl wichtig:
P =n(n-1)-..-2-1 | Ununterscheidbar: {abc}={ach} labc|#lach]
I‘; _ n! Kombinationen Variationen
n! n,-... /\ /—\
Permutation Permutation
ohne Wiederholung mit Wiederholung Elemente diirfen Elemente diirfen Elemente diirfen Elemente diirfen
héchstens einmal beliebig oft héchstens einmal beliebig oft
gewihlt werden gewihlt werden gewihlt werden gewihlt werden
_ n! _[n Y [n+k-1 _ n xr _ _k
K_k!-(n—k)!_(k) K ( k V=G_n V=n
Kombination Kombination Variation Variation

ohne Wiederholung mit Wiederholung ohne Wiederholung mit Wiederholung

| =
Fakultit: 0! :=1-2. ... 1] (1)' B 1 Binomialkoeffizient: (:) = #"—A)'

. ny n . (n n _(n+1
Symmetrie: (k) = (n—k) Rekursion: (k) + (k:+1) = (k:+1)

13.2 Wahrscheinlichkeit, Mengenlehre

» Stichprobenraum S: Menge aller moglichen Ereignisse (Grundmenge).

» Ereignisse A, B, C: Teilmengen von S.
Bsp.: S =14{0,1,23,4,5 6,7}, A={0,2,4,6}, B=1{1,2,3,5}, 4€A; 3¢A.

|A] Michtigkeit ~ Anzahl Elemente in A
ANB Schnittmenge A und B

AUB Vereinigung A oder B

A =S\A Komplement S ohne A

CCA Teilmenge C enthalten in A

{}, 0 Leere Menge

» Laplace-Wahrscheinlichkeit: Alle Elemente in S treten gleichwahrscheinlich auf. Dann:

P(A) _ |A| _ Anzahl Elemente in A _  giinstig

S| — Anzahl Elemente in S ~— mdglich

(©Adrian Wetzel 36



U.nmt')gliches. EI:eigniS p(@) =0 0<p(A) <1
Sicheres Ereignis p(S) =1
Gegenwahrscheinlichkeit p(A) = 1—p(A)| (Mengendiagramm siehe S. 36.)

Addititionssatz

p(A U B) =p(A) +p(B) — p(ANB)

Bedingte Wahrscheinlichkeit

p(B|A) : Wahrscheinlichkeit, dass B eintritt, unter

der Bedingung, dass A bereits eingetreten ist:
A = Wenn, B = Dann” Ereignis.

p(BlA) = =

|ANB|  p(ANB)

p(A)

(Verkleinerung des Stich-

Probenraumes von S auf A)

Al ™

Multiplikationssatz

p(A N B) =p(A) - p(B|A)

Unabhingige Ereignisse

Die Ereignisse A und B sind unabhéngig, falls

p(A N B) =p(A) - p(B)

gilt.

= Binomialverteilung (Bernoulli) siehe S. 38.

13.3 Wahrscheinlichkeitsverteilungen

Diskrete Verteilung:

Zufallsvariable X nimmt ausschliesslich
die n Werte xy, xo,..., x, mit den Wahr-

Kontinuierliche Verteilung:

Zufallsvariable X nimmt beliebige Werte
x € R an. Die Wahrscheinlichkeit, dass ge-

scheinlichkeiten (relative  Héiufigkeiten,  nau x eintritt, heisst Dichtefunktion f(z).
Gewichtungsfaktoren) pq, pa, ..., p, an. Anmerkung: Streng genommen, ist die Dich-
tefunktion stetiger Verteilungen iiberall Null.
p Fliche links von z: F(z) = P(X<z) =§:,] P p Fliche links von z: 1":(z) =PX<z)= fﬂx)dx
1[ : o
1
‘g‘ | fix) 0.5 F(z)
| > >
Xz xn'X ' Em ¢ A X a >z
Dichtefunktion Verteilungsfunktion Dichtefunktion Verteilungsfunktion
APt to=> =1 Normierung [ fx)dz=1
k=1 %
n Mittelwert iy
BEX)=p = k;lpk Ok (Erwartungswert) EX)=p = _{O Rt
var(X) =02 = > pp - (zp — p)? Varianz var(X) =02 = [ f(z) (z —p)’dz
k=1 %
> — /o2 Stan.dard- y = /o2
abweichung

Seien X, Y zwei Zufallsvariablen und a, b Konstanten. Dann gilt:

E(a-X +b-Y)=a-E(X) + b-BE(Y)

(©Adrian Wetzel
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13.4 Binomialverteilung, Bernoulli (diskrete Verteilung)

Stichprobenraum besteht aus genau zwei Elementen: S = {A, A} mit den gleichbleibenden

Wahrscheinlichkeiten p(A) = p und p(A) = 1 — p. Das Ereignis A trete bei genau n Wiederho-
lungen X mal ein. Dann berechnet sich die Wahrscheinlichkeit, dass...

A mindestens einmal eintritt: | | P(X >1)=1—-(1—-p)"
A genau k mal eintritt: P(X=k)= (Z) pFe(1—p) Tt 0<k<n
. . . - n k ol
A hochstens x mal eintritt: P(X<z)= L) P (1—p) 0<z<n
k=0
Erwartungswert: EX)=n-p
Standardabweichung: o=+/n-p-(1-p)

Fiir 0> =n-p- (1 — p) > 9 kann eine Binomialverteilung durch eine Normalverteilung
approximiert werden.

13.5 Normalverteilung (kontinuierliche Verteilung)

e Dichtefunktion:

(o )2 Normalverteilung Standard-Normal-
flz) = \/2L e 27 = MN(y, o)| My, o) Verteilung M0, 1)
ik z-Transformation
Sx)— XU
X ‘"o
Standard-Normalverteilung: m
2 ! " tX
_ = bX |, b
f(2) = 7z 7 =N(,1) X b
=3 =3
Symmetrie:
flp+2z)=flp—x) f(=2) = f(+2)
e Verteilungsfunktion: F(—=z)=1-F(+2)

a2 . . -
\/21—7m [ e 27 dt Wkeit, dass hdchstens x eintritt.
- —00

Fz)=P(X <z)=

Standard-Normalverteilung;:

+2

F(z)=P(Z<z) = \/% [ ez dt| = Siehe Tabelle im inneren hinteren Umschlag.

e o-Umgebungen bei Normalverteilung:

1 o-Umgebung 2 0-Umgebung 3 0-Umgebung
p(lp—x]<10)=683% |p(lp—2|<20)~95.4% | p(|p— x| <30)~99.7%
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13.6 Statistik: Daten mit einer Variablen
Seien X = {x1, 3, ..., x;} die Werte einer Stichprobe und ny, ns, ..., ng deren absolute

k
Hiufigkeiten. Fiir den Umfang der Stichprobe gilt n = > n; =ny +ns + ... + ny.
i=1

k
Die relative Haufigkeit ist durch p(z;) = % definiert. Insbesondere gilt > p(z;) = 1.

i=1
Einzeldaten Gruppendaten (Klassen)
k Werte x1, x9, ..., x) der
Daten n Werte 1, T3, ..., Tn absolute Haufigkeit nq, no, ..., ng
Arithmetischer ||_ 1 & _ ¢ k
Mittelwert T =Bl =5 ; T = B = ; gp(xl)x
Median Der Median x5 der Werte einer geordneten Stichprobe ist...
e der in der Mitte liegende Wert, falls n ungerade.
e Der Mittelwert beider mittleren Werte, falls n gerade.
Modalwert .
odatwer Der Modalwert x); ist der am haufigsten auftretende Messwert.
(Modus)
Spannweite R = Tpax — Tmin
: 2 1 < —=\2 2 - 2
Varianz* 83 =~ Z:z:l(@ —T) = ; n; (z; — T) oder
2 i - 2 2
[*] Wenn die Werte 1, xs,..., x, eine Population darstellen oder wenn die Varianz

innerhalb der Stichprobe gesucht ist, ersetze man den Nenner n — 1 durch n.

Standardabweichung: | s, = \/s2

Um Stichproben zu vergleichen, dient der Variationskoeffizient |V = %’ -100%

Box plot: Ermittle den Median 7 5, das obere (z¢75) und das untere (xg.95) Quartil,
die kleinste (i) und die grosste (Tyay) Stichprobe. Dann

| kleinste 25% 5% 5% grosste 25% |

| aller Daten aller Daten |
X i Xp.25 Xos  Xors X nax

min

Ungleichung von Tschebyschev:
Fiir eine Stichprobe mit Mittelwert T und Varianz s* gilt fiir die Wahrscheinlichkeit p dass ein

Messwert = innerhalb einer £A-Umgebung um den Mittelwert liegt: |p(|z —Z| < A\) > 1 — %
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13.7 Daten mit zwei Variablen: Regression und Korrelation

Seien (x1, v1), (72, y2),

... (7, y,) n Paare von Messwerten. Die Abhéngigkeit zwischen den

Zufallsvariablen X und Y kann durch eine von Parametern a, b,... abhéngigen Modellfunktion
y = f(x) beschrieben werden. Die Parameter a, b,... von f werden so gewihlt, dass das mittlere
Quadrat der Abweichungen von y; — f(z;) minimal wird (Straffunktion):

n

S(X,Y, a,0,..)= 2:(3;Z — f(z;))* — minimal

i=1
Lineare Regression:
Modellfunktion: |y = f(x) = a-x + b| mit
Y f
2.(zi =) - (i = 7) ;
e Steigung: |a = = — o=y
— 52 Sy
;(% —T)? ’ ( e = Daten
= — > X
e y—Achsenabschnitt: | b=7 — a-7 x
Korrelationskoeffizient: Kovarianz:
n . ] . 1 n B -
i:Zl(xZ T) (yl y) C:Ey C:Ey - o 1 Z(J;z - fL) . (yz - U)
/r:vy g = i=1
n — n Sz * 5y
¢ (@i — T2 - 32 (5 — 7)° v cey = B(X -Y) = B(X) - E(Y)
i=1 i=1

T3y beschreibt die Stérke der Korrelation zwischen z und y:

Korrelationskoeffizient r,,

maximal stark mittel schwach bis keine
|74y | =1 1> |ry|>0.7 0.7> |ry| >0.3 0.3>|ry|>0
y
> . ! > X - > X - » X
XX XX XX XXy X X XX X, X, X; X,

Alternative: Gleichungssystem zur Berechnung von a und b der Regressionsgeraden:
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-
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i

IS
+

n

(22 @)

i=1

z)-a+ n - b =>y
i=1

i=1
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14 Mathematische Symbole

A= B Folgerung: Aus A folgt B.
A& B Aquivalenz: A ist dquivalent (gleichwertig) zu B.
N, Z, Q, R Zahlenmengen (siehe S. 2).
D, W Definitionsmenge, Wertemenge (siche S. 14).
f:xw—y=f(x)| y [abhidngige Var.] ist Funktion von x [unabhéingige Var.]
A ={a,b,c} Die Menge A der Elemente a, b, c.
la, b] Das Intervall zwischen (und mit) a und b.
(a, b) Das Intervall zwischen (aber ohne) a und b.
Beispiel: (2, 5] = Menge aller z, so dass 2 < x <5 gilt.
5 €N Element: Die Zahl 5 liegt in der Menge N; (5 ist natiirliche Zahl).
1.5 ¢N Nicht Element: Die Zahl 1.5 liegt nicht in der Menge N.
Pef Der Punkt P liegt auf dem Graphen der Funktion f.
AcCB Enthalten in: Die Menge A ist enthalten in B.
g C E Die Gerade g (=Punktemenge) liegt auf der Ebene E.
ANB A Geschnitten mit B: Elemente, welche in A und in B liegen.
gnNE Gerade g geschnitten mit £
AU B A Vereinigt mit B: Elemente, welche in A oder in B liegen.
A\ B A Ohne B: Elemente, welche in A aber nicht in B liegen.
| Bedingung (Wenn). Beispiele:
D={x € R|z <1} = Menge aller reellen x, welche kleiner als 1 sind.
p(B | A) = Wkeit, dass B eintritt, wenn A bereits eingetreten ist.
v Fiir alle: Beispiel: Vz € R gilt...
= Es gibt: Beispiel: dxz € R: es gibt eine reelle Zahl z...

Das griechische Alphabet

A a Alpha |H 79 Eta N v Nii T Tau

B Beta © 0,9 Theta = & Xi Y w Ypsilon
r v Gamma [ ¢ Iota O o Omicron | ® ¢, ¢ Phi
VANNN) Delta K & Kappa |[II = Pi X x Chi

E ¢ ¢ Epsilon |[A A Lambda | P p Rho v Psi

Z ( Zeta M u Mii ¥ o0,¢ Sigma Q w Omega
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Index

Ableitung, 28, 29
Abstand, 34, 35

Achsenabschnittsform (g, ), 16, 35

Addition, Subtraktion, 2, 3

Additionstheoreme trig. Funktionen, 20

Ahnlichkeit, Strahlensitze, 6
Algebra, 3, 4

Annuitét (Finanz), 27
Aquivalenzumformungen, 3
Argument (C), 2

Arithmetische Folgen und Reihen, 24

Assoziativgesetz, 3
Asymptote, Polgeraden, 17
Ausmultiplizieren, 3

Barwert (Finanz), 27

Basis, Basiswechsel, 5, 18
Bedingte Wahrscheinlichkeit, 37
Bestimmtes Integral, 30
Betrag, 2, 15, 32
Binomialkoeffizienten, 4, 36, 38
Binomialverteilung, 38
Binomische Formeln, -Satz, 4
Bogenléange, 9, 31

Bogenmass, 19

Box-Plot, 39

Bruchrechnen, 4

Cavalieri, Prinzip von, 11
Cosinus, 6, 19
Cosinussatz, 6

Definitionsbereich, 14
Determinante, 23
Dichtefunktion, 37, 38
Differentialrechnung, 28
Differenzenvektor, 32
Diskriminante, 21
Distributivgesetz, 3
Divergenz, 25

Division, Multiplikation, 2, 3
Dodekaeder, 12, 13
Doppelbriiche, 4
Drachenviereck, 8

Dreieck, rechtwinkliges, 6, 19

Eigenwerte und Eigenvektoren, 23
Einheitskreis, 19
Einheitsmatrizen, 22
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Einheitsvektoren, 22, 32
Elastizitdat (Finanz), 27
Ellipse (Kegelschnitt), 10
Ellipsoid, 13

Endwert (Finanz), 27
Epsilon-Umgebung, 25
Ereignis, 36

Erste Ableitung, 28
Erwartungswert, 37, 38
Euklid, Satz von, 6
Eulersche Formel (C), 2
Eulersche Zahl, 18
Explizite Darstellung, 24
Exponent, 5
Exponentialfunktionen, 18
Extrema, 28, 29

Faktorisieren, 3

Fakultat, 36
Finanzmathematik, 27
Flache unter Funktionen, 30
Flacheninhalt, 6, 7, 9-11
Folgen und Reihen, 24
Funktionen, 14, 16-20

Ganze Zahlen, 2

Ganzrationale Funktionen, 16
Gausscher Algorithmus (Matrix), 23
Gausssche Zahlenebene (C), 2
Gebrochen-rationale Funktionen, 17
Gegenwahrscheinlichkeit, 37
Geometrische Folgen und Reihen, 24
Geraden, 16, 34

Gleichschenklige, gleichseitige Dreiecke, 7
Gleichungen, 3, 21

Goldener Schnitt, 26

Gradmass, 19

Grenzfunktion (Finanz), 27
Grenzwerte, 25

Hohe, 6, 7, 11

Hohensatz, 6

Hopital, Regel von, 25
Harmonische Reihe, 24
Harmonische Teilung, 26
Hauptsatz Diff / Int, 30
Hessesche Normalform, 35
Hochpunkt, 28, 29



Hyperbel (Kegelschnitt), 10
Hyperbelfunktionen, 15

Tkosaeder, 12, 13
Imaginére Einheit (C), 2
Inkreisradius, 7, 8
Inkugelradius, 13
Integralrechnung, 30
Inverse Funktion, 14
Inverse Matrix, 23
Inverse, Kehrwert, 2, 3
[rrationale Zahlen, 2

Kapital (Finanz), 27

Kathetensatz, 6

Kegel, 11

Kegelschnitte, 10

Kehrwert, Inverse, 2-4

Kettenregel, 28

Klammerregeln, 3

Kollineare, komplanare Vektoren, 32
Kombinatorik, 36
Kommutativgesetz, 3

Komplanare Vektoren, 32
Komplement, 36

Komplexe Zahlen, Konjugierte (C), 2
Konstantenregel (diff / int), 28, 30
Konvergenz, 25

Koordinatenform (g, E), 34, 35
Korrelation, Kovarianz, 40

Kreis: Teile und Gleichung, 9
Kreiswinkelsétze, 9

Kugel: Teile und Gleichung, 12

Leere Menge, 36

Lineare Funktionen, 16

Lineare Gleichungssysteme, 22

Lineare Regression, 40
Linearkombination, 32

Logarithmus: Sétze und Funktionen, 5, 18

Mantelflache, 11

Matrizen, 22

Maximum, Minimum, 28, 29
Median, 39

Mengenlehre, 36
Mittelpunkt, 9, 10, 12, 33
Mittelsenkrechte (Dreieck), 7
Mittelwerte, 26, 39
Multiplikation, Division, 2, 3

Natiirliche Zahlen, 2
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Nennergrad, 17

Newtonsches Nullstellenverfahren, 21
Normalenvektor, 33, 35

Normalform (g, E), 16, 35
Normalverteilung, 38

Nullstelle, 21, 29

Oberflache, 11-13
Offnungswinkel, 11
Oktaeder, 12, 13
Orthogonale Matrix, 23
Ortsvektor, 32

Parabel, 10, 16, 17
Paraboloid, 13

Parallel (g, F), 16, 34, 35
Parallelogramm, 8, 33
Parameterform (g, £), 34, 35
Partielle Integration, 30
Pascalsches Zahlendreieck, 4
Periode, 19

Permutation, 36
Platonische Korper, 12, 13
Polgeraden, Asymptote, 17
Polyeder, 12, 13
Polynomdivision, 17, 21
Polynomfunktion, 16
Potenzfunktionen, 15
Potenzieren, 2, 3
Potenzreihen, 31
Potenzsétze, 5

Prinzip von Cavalieri, 11
Prisma, 11

Produktregel (diff), 28
Punktsymmetrie, 15
Pyramiden, 11
Pythagoras, Satz von, 6

Quader, 11

Quadrat, 8

Quadratische Gleichungen, 21
Quadratwurzel, 5, 15
Quotientenregel (diff), 28

Radius, 7, 9, 12

Radizieren, 2, 3

Rang einer Matrix, 23
Rationale Zahlen, 2

Raute, 8

Rechteck, 8

Rechtwinkliges Dreieck, 6, 19



Reelle Zahlen, 2 Thaleskreis, 9

Regel von de I'Hopital, 25 Tiefpunkt, 28, 29

Regression, 40 Torus, 13

Rekursive Darstellung, 24 Translation, 14

Rente, Rentenrechnung, 27 Transponierte Matrix, 23
Richtungsvektor (g, E), 34, 35 Trapez, 8

Rotation (Vektor), 14, 23, 33 Trigonometrische Funktionen, 6, 19, 20
Rotationsvolumen, 13, 31 Tschebyschev, Ungleichung, 39
Sattelpunkt, 28, 29 Umfang, 9

Scheitelpunkt, 17 Umkehrfunktion, 14

Schicht, Zone (Kugel), 12 Umbkreisradius, 7, 8

Schnittmenge, 36 Umkugelradius, 13

Schnittwinkel (g, F), 16, 34, 35 Unbestimmtes Integral, 30
Schwerpunkt (Dreieck), 7, 33 Unendliche geometrische Reihe, 24
Segment, 9, 12 Ungleichung, 3

Sehnen- und Sekantensatz, 9
Sehnentangentenwinkel, 9
Sehnenviereck, 8

Varianz, 37-39
Variation (Kombinatorik), 36

Seitenhalbierende (Dreieck), 7 xekt.or'geometrie, Vel;t60rprodukt, 32, 33
Sekante, 9. 28 ereinigungsmenge,

Sektor. 9. 12 Verteilungen, 37

Senkrel:htj (9, E), 16, 33-35 Verteilungsfunktion, 37, 38
Sinus. 6. 19 Vertikale Asymptoten, 17
Sinus,sat,z, 6 Vierecke, 8

Skalar. 32 Vieta, Satz von, 21
Skalarprodukt, Spatprodukt, 33 Vollstandige Induktion, 26
Spiegelsymmetrie, 15 Volumen, 11-13, 31

Spitze Korper, 11 Wiirfel. 11-13

Spurpunkte,'34 Wachstumsrate (Finanz), 27
Stammfunktlop, 29, 30 Wahrscheinlichkeit, 36
Standardabweichung, 37-39 Wendepunkt, 28, 29

Sta‘tlstlh 39, 40 Wertebereich, 14

Steigung, 16, 28, 40 Winkel. 2. 6. 7
Stichprobenraum, 36 Winkel (g, E), 16, 34, 35
Strahlensétze, Ahnlichkeit, 6 Winkel (Vektoren), 33
Substitutionsregel (int), 30 Winkelhalbierende (Dreieck), 7
Subtraktion, Addition, 2, 3 Winkelhalbierende Ebenen, 35
Summenregel (diff / int), 28, 30 Wurzel. 5

Symmetrie, 15 Wurzelfunktionen, 15

Tangens, 6, 19 Z-Transformation, 38

Tangente (Kreis, Kegelschnitt), 9, 10 Zihlergrad, 17
Tangentensteigung (Funktion), 28 Zahlenfolgé 24
Tangentenviereck, 8 Zentriwinkel (Kreis), 9
Tangentialebene an Kugel, 12 Zinsrechnung, 27
Taylor-Polynome, 31 Zone (Kugel), 12
Teilmenge, 36 Zufallsvariable, 37
Termumformungen, 4 Zylinder, 11

Terrassenpunkt, 28, 29
Tetraeder, 12, 13
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